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Resumen: Sea f2 e ]R.", un conjunto abierto, acotado con frontera regular I';
Q = f2 x (O, T) Y L: = r x (O, T), la frontera lateral del cilindro Q. Consideremos
la siguiente ecuación parabólica no lineal de tipo degenerado:
{






Donde, k : ]R." -7 ]R.+ uZO}, es una función lineal, continua O < a ::;1, O < (3.
En este trabajo probamos la existencia de soluciones débiles para el problema (*).
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EXISTENCE OF WEAK SOLUTIONS FOR A TYPE OF
DEGENERATE NONLINEAR PARABOLIC EQUATION
Abstract: Let f2 e ]R.", an open set, bounded with regular boundary I'; Q = f2 x (O, T)
and L: = r x (O, T), the lateral boundary of the cylinder Q. Consider the following
nonlinear parabolic equation of degenerate type:
{






vVhere, k: ]R." -7 ]R.+ uZO}, is a continuous nonlinear function O < a < 1, 0<(3.
In this paper we show the existence oi' weak solution oi' the problem (*)
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8 EXISTENCIA DE SOLUCIONES DÉBILES
1. Introducción
(En esta primera parte seguimos a Showalter R. [15])
Sea ~ un abierto de IRn, con frontera I'; Q el cilindro ~ x (O,T), O< T < 00, con frontera lateral ¿:
que representa un medio poroso, ocupado por un fluido (líquido o gaseoso) y este fluido se difunde
desde lugares de mayor a menor presión. Sea p(.r, t) denota la presión del fluido en el punto x E ~,
Y tiempo t > OY denotamos la correspondiente densidad por p(.r, t). La cantidad de fluido en
un elemento de volumen ~o e ~ es J c(x)p(x, t)clx, y este define la porosidad del medio en
\10
el punto x. Esta es la fracción del volumen del medio accesible al fluido. El fluido es la tasa del
fluido vectoríal J(x, t), luego la tasa por la cual el fluido se desplaza atravesando un elemento de
superficie r, con vector normal O, está dado por J J(x, t).Odr. Entonces la Ley de Consevación
lo
de fluidos aporta la forma integral:
: J c(x, t)p(x, t)dx + J J.Odr = J f(x, t)dx, ~o e o, r, = a~o
t \10 lO \10
En la cual f (x, t) denota cualquier fuente de densidad distribuida ..
Suponiendo que el flujo y la densidad son diferenciables, se puede escribir esto, en la forma
diferencial: a - -at c(x)p(x, t) + \l.J(x, t) = f(x, t), x E ~
Según la Ley de Darcy's, el flujo depende del gradiente de la presión. Una de las formas de esta
dependencia es:
J(x, t) = - k(x) pVp(x, t)
¡..¿
Esto define la permeabilidad k(x) del medio poroso. El valor de k es una medida de la facilidad
con la cual el fluido fluye a través del medio y ¡..¿ es la viscosidad del fluido. Esto es, l/k es la
resistencia del medio al flujo y ¡..¿ es una correspondiente propiedad del fluido. Finalmente, el tipo
de fluido considerado es descrito por la ecuación de estado:
p = s(p)
La función s(.) que relaciona la densidad y la presión es monótona. En efecto, esta es usualmente
seleccionada como estrictamente creciente.
Reemplazando las cantidades apropiadas anteriores obtenemos:
aa e(x )s (p (x, t)) - V. k (x) VS (p (x, t)) = f (x, t), x E ~, t > Ot ¡..¿
Donde S(p) = J: s(c)cü::. Introduciendo la variable u = S(p), obtenemos la ecuación general del
medio poroso:
[) . - k(x) - .a{(x:)a(u(x, t)) - \l.p\ln(p(x,t)) = f(x, t), él" E [2, t > O
Con a(.) == s(.) o S-I(.)
El caso clásico es obtenido seleccionando una ecuación de estado específico al flujo de gas. Esto
corresponde a la selección de la función
s(p) = PoP"
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En la ecuación de estado, donde Po Y o: son constantes positivas con o: :s: 1. Si el medio es
homogéneo, luego la porosidad y la permeabilidad son independientes de x E D, entonces esto
lleva a la ecuación clásica del medio poroso
~c - k .6. m - fot P JL(O: + l)p;;o-l P -
Donde m = 1+ 0:-1. Otras situaciones en las cuales esta ecuación aparece incluye teoría de placas
de frontera, donde m = 2, modelos de poblaciones (m > 1) Y en ciertos problemas de física del
plasma (O < m). La situación m > 1, es llamada de difusión lenta, y el caso O < m < 1, de
difusión rápida. En el primer caso disturbios tienen velocidad de propagación finita, contrario al
caso m = 1 y cualquier solución que se inicie con soporte compacto continua teniendo soporte
compacto para todo tiempo posterior.
La más simple situación es la de un fluido tenuemente compresible. Aquí la ecuación de estado
tiene la forma s(p) = exp cap, donde Co > O, es la compresibilidad del fluido. Entonces la ecuación
(.) se simplifica a la ecuación parabólica lineal
3 kco-cp - -6.p = f
3t JL
Esta es formamente la misma que la ecuación del calor, esto es (.) con m = 1.
Si suponemos que la ley de Darcy's tiene la forma no lineal
En la cual la permeabilidad depende sobre el flujo, entonces en términos de la variable u = S(p),
obtenemos la ecuación del medio poroso casi lineal
o ~ k(Vu(x, t)) ~
-3 c(x)a(u(x, t)) - V. Vu(x, t) = f(x, t), x E D, t > O
t JL
Con a(.) == s(.) o S-l(.), como antes.
Finalmente si especializamos esto al caso de un fluido tenuemente compresible, obtenemos:
o ~ k(Vu(x, t)) ~
-;:;-c(x)cou(x, t) - v. Vu(x, t) = f(x, t), x E D, t > O
ut JL
Ecuaciones relacionadas con (*) son por ejemplo:
~lu'IQu' - 6.u + lulpu = O
dt
d ~ o /1 Bu 1/3 3U)
dt lulQu - ~ oX¡ \ OXi OXi + b(x)luIPu = f
A(x)u' - 6.(lul/3u) - uP = O
1[' - V(1L{3V'U) - uP = O
el ti-luIClu,-6.lul V.+b(.T)lnIP([=f
dt
que son tratadas en L-1S referencias [2]. [3], [4], [5], [12], [18] entre otras.
En relación a esta última ecuación. observamos que en el caso o. = O, (3 = 0, (*) representa una
típica ecuación parahólica no lineal que ha ido bastante estudiada desde diversos puntos de vista
o..p > O
o:,,B,p>O
/3, p > O
(l, p > O
(I',P,P > Cl
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en matemática pura y aplicada. Si o: = O, (3 > OY b(x) = 1, el problema (*) aparece en el estudio
de fenómenos de propagación del calos con conductividad térmica y fuentes de calor que dependen
no linealmente de la temperatura del medio. En este caso resultados de existencia y no existencia
de solución global para diversas posibilidades de los exponentes (3, p han sido obtenidos entre otros
por Samarskii [12]' [13], Ladyzhenskaya-Solonnikov-Urel'Teva [9], Galaktionov [3], [4]' [5] Y [6].
En particular en [5] se obtienen resultados de existencia global para O < (3< p, b(x) = -1, usando
para ello la técnica del "Potencial Well" introducida por Sattinger [13], para obtener solución
global para ecuaciones de tipo hiperbólico con energía no positiva. En izaguirre [7],se demuestra
existencia global para o: ~ O, O< (3 < p, b(x) = -1.
En este trabajo determinamos condiciones para la existencia global de solución débil del problema
(*), para el caso O ::; o: ::; 1 Y los exponentes (3, p satisfaciendo condiciones tecnicas.
2. Preliminares
Sea D un abierto acotado de IR.TI. Consideremos el espacio de Sobolev:
Wl,P(D) = {U E LP(D); ;~ E LP(D) en el sentido de las distribuciones}
Que es un espacio de Banach, con norma
(
TIlO IP ) l/pIIu II = luli,p(o) +L O:¿
i=l ~ LP(O)
y, W~,P(D), la clausura en Wl,P(D), de Cgo(D), el espacio de las funciones infinitamente
diferenciables en D, con soporte compacto. Este espacio es de Banach, con la norma
(
TI 1 IP ) l/pIlull = L ou
i=l OXi LP(íI.)
Sea T > O un número real y X un espacio de Banach, representaremos por Z = LP(O, T; X),
1 ::; P ::; 00, el espacio de Banach de funciones (clases), u : (O,T) -+ X, que son medibles y
IIu(x) Ilx E LP(O, T), con norma
IIu IILP(ü,T;X) = (J~IIu( t) Ili dt) , 1 ::;p < 00
y IIu IILOO(ü,T;X) = sup.ess IIu(t) Ilx' Luego Z* = Lq(O, T; X*), donde p-l + q-l = 1. Si
0< t < T
2 < P < CXl, entonces q ::; p y por lo tanto Z e Z*. También con h,,¡, denotamos la función
real
Lema 2.1. S ea o: E (-1, CXl) Y la función, ha : IR. -+ IR., definida pOT, ha. (s) = Is lOs. En tonces





h (l es una función monótona, estriciamenie creciente.




Demostración. (Ver Izaguirre [7]). •
Lema 2.2. Sea k : ]R.n -+ ]R., una función continua, con k(O)
L(~) = k(~)1~12) ~ E ]R.n, entonces:
o Idefinimos f (O
\l L(~) = k(O~; ~ E ]R.n .
Si L es conuexa, entonces f es monótona.
(5)
(6)
Demostración. (Ver Berger [1]). •
Lema 2.3. Sean X, Y, Z espacios de Banach tales que X e Y ~ Z, con inmersiones continuas y
la inmersión X e Y es compacta. Sea
w = {u E U(O, T; X); 1/ E Lq(O, T; Z)}
donde u' denota la derivada genemlizada de u : [O, T] -+ X, sobre (O, T). Entonces
Si p = 00, q> 1 entonces W ~ C([O, T]; Z) es compacta.
Si 1 :s p < 00, q = 1 entonces W <; U(O, T; Y) es compacta.
(7)
(8)
Demostración. (Ver J. Simon [16]) .•
Teorema 2.1. (Sobolev). Sea O, un conjunto abierto, acotado y regular de ]R.n, 1:S p < co.
Entonces:
Si, p < n, W5'P(0) e U(O); P:S q :s ~ = p'
n-p
Si, p = ti, W5'P(0) e Lq(O); P:S q < oo.




Demostración. (Ver Berger [1]) .•
HIPÓTESIS. Establecemos las siguientes condiciones para los parámetros a, (3 y sobre
la función k:
(H-1) ° < «< l.
(H-2) -1 < 'Y< oo.
(H-3) k:]R.n -+ ]R., es una función continua y k(O) = o.
(H-4) Existen constantes positivas Cl, C2, tales que:
También consideramos los siguientes espacios funcionales:
(12)
Entonces el espacio 11, dotado con la norma
(13)
Es un espacio de Banach, reflexivo y separable y se tiene que
(14)
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EL OPERADOR A. Consideramos el operador diferencial:
n 8




A: LP(O, T; W¿,P(Sl)) -+ LP' (O,T; W-l.P(S1)), !+ ~ = 1,
P p'
(16)
es un operador monótono y hemicontinuo.
Entonces formulamos el teorema principal:
Teorema 2.2. Sea T > O Y Uo E V. Entonces existe una función vectorial u: [O, T] -+ V, tal que:
u E LOO(O, T; V)








Demostración. Sea (Wj)j~l, una base de V, Vm
subespacio de V de dimensión finita m.
Sea entonces:
n
um(t) = I::9im(t)Wi E Vm (21)
i=l
Donde las funciones 9im, son determinadas por la solución del siguiente sistema perturbado de
ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales:
{
(J~cY~UE:1n(t))/,Wj) + E(Ucm(t), Wj) + (k(\7ucm(t))\7ucm(t), \7Wj) + (h-y(lLcm(t)), Wj) = O
(6) 'VJ - 1,2, ... ,m
um(O) = UOm -+ Uo en V
El sistema es equivalente con el sistema no lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias:
Donde:
F(t,9cm(t)) = -C(t)B(t,9w¿(t))9cm(t) + H(9cm(t)))
9;m(t) = (9dm, ... ,9cm.m)
C(t) = A-l, A(t) = (Cl.ij(t)), Cl.ij(t) = (lucmlcYw¡,Wj) +c(Wi,Wj)
B(t, 9cm(t)) = C9iJ(t, 9cm(t))), .9iJ(t, 9cm(t)) = (k( UW1(t) )\7Wj, \7Wj)






En est.a parte y para justificar la necesidad de perturbar el sistema, es necesario demostrar la.
existencia de IR inversa de la matriz A(t), lo cual se puede realizar de la siguiente forma: Sean
A)(t), las columnas de la matriz A(t) y supongamos que





n¿ ((lllcm(t)l<> + e) ajWj, W.¡) = O, Vi = 1, ... , m
j=1




De donde aj = O, j = 1, ... ,117,. Luego la matriz A(t), es invertible.
El sistema (*) entonces, admite solución en un intervalo [O,tém), de donde seguimos la existencia
de las soluciones aproximadas llém para m ~ 1, e > O m ~ 1. Seguidamente debemos obtener
estimados a priori (acotaciones), para la sucesión {llnn} de modo que podamos prolongarlas al
intervalo [O, T] .•
ESTIMADO A PRIORI 1. Por la linealidad, la igualdad (.6.) se verifica para todo u E Vm.
Entonces haciendo u = llm(t) E Vm, en la ecuación aproximada, obtenemos:
(30)
. integrando en la igualdad de O a t, obtenemos:
(31)
Luego
(Uém) es acotada en LP(O, T; W~,P(D)) n L"f+2(Q)
(E1/2llém) es acotada en LOO(O, T; L2(rt))
(32)
(33)
ESTIMADO A PRIORI 2. Haciendo 1/ = U~m(t) E Vm, en la ecuación aproximada, obtenemos:
(34)
integrando en esta igualdad:
( 2 ) ¡t !dd,h%(7.¿cm(S))!2 ds + ~¡t Ill~m(sWds + L(Vunn(t)) + Alllnn(t)I~!~ =
a+2. o 8 2 o y+~
= L(Vllom) + 1!)llO1l11~!~::; e (35)
Luego:
d() ,) 2)dt hfJ ('([cm) es acotada en L-(O, T; L (O)
(éJ/2'u,~1l/) es acotada. e11L2(O. T; L2(D))
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(Wém) es acotada en V)Q(O,T; W;,p/2(D))
(W~m) es acotada en L2(O, T; L2(D))
(41)
(42)
Desde que, por el Teorema 2.1
* np(Uém) es acotada en L=(O, T; LP (D)); p* = -- ? p
n-p





entonces Jn IWémlap/4IVWémIP/2dx < (1IWémlap/2) 1/2 (lIWémIP) 1/2 < 00
Desde que, O< ex < 1, implica op < 2p < 2p*.
Por resultados de inmersión sobre espacios de Sobolev, se tiene que:
(46)
VV1,p/2(D) e Lnp/(2n-p)(D) e L2(D), n > p > ex + 2
La inmersión vV01,P/2(D) e Lnp/(2n-p)(D) es compacta.
(47)
(48)
Hacemos E = l/m. Entonces por el Lema 2.3, existe una subsucesión de (uém), que continuamos
denotando de la misma forma, tal que:
(49)












Por (54), (55) Y el Lema de Lions:
h-y(1Lem) --+ h¡(u) débil en L"I+2h+l(Q)
También obtenemos el siguiente estimado:
15
(56)
En efecto, desde la condición (2), y haciendo
T = 2p* /(p* + 0:), e = (p* + 0:)/0:, el = (p* + o:)/p*
Observamos que:










(ho: (ucm)') --+ b: (U)I
(A (UErn)) --+ X
(h,(uEm)) --+ h,(u)
débil-« en LOO(O, T; V)
débil en L2(0, T; L2(rl))
fuerte en CO([O,T]; L(o+2)/(a+l) (rl))
débil en LT(O, T; r(rl))
débil-* en LP' (O, T; VI)
débil-» en LOO(O, T; L,+2h+1(rl))
Entonces:
J: (ho:(Ucm)/, w) ¡p(t)dt --+ J: (ho:(U)/, w) ¡p(t)dt
JT j'TE ° (u',w)¡p(t)dt = J€ ° (J€u',w)¡p(t)dt --+ °
(T (TJo (A(ucm), w)¡p(t)dt --+ Jo (X, w)¡p(t)dt
j'T (h,( unn), w) ¡p( t )dt --+ (T (h,( U), ti)) ¡p( t)dt° Jo
VII E V ¡p E D(O, T).
Luego la función /L, satisface:
hü(u)' + X + h,(u) = °

























, o; + 11 10+2 o; + 11 ( ) 10+2 1 11'+2O::; lím sup Xs., ::; o;+ 2 Uo a+2 - o;+ 2 u T a+2 - U L'Y+2(Q)-
-lT (X, v) dt - lT (A(v), u - v) dt (76)
Por otro lado:
lu(T)I~t~ -lu(O)I~t~ = lT :tIU(T)I~t~dt = lT :t1ha/2(U(T)Wdt
= 21T (ha/2(U(T)), ha/2(U(T))') dt = (o; + 2) 10lula/2ulula/2u'dQ (77)
= (o; + 2) ( lulau'udQ = o; + 2 ( ha(u)'udQlQ o; + 1 lQ
Luego
o; + 1, ( ) ,a+2 a + 1, ( ) ,a+2 ,,1'+2 _
o; + 2 u O a+2 - o; + 2 u T a+2 - U L1+2(n) -
(T (T (T
= - lo (ha(u)', u) dt - lo l'u(t)I~!;dt = lo (X, u) dt (78)
Por lo tanto
O < lT (A(u) - A(v), 'u - v) dt. 'l/v E U' (O, T; V')
Y teuemos probado que Av = X.
(79)
REFERENCIAS BIBLIOGRÁFICAS
[1] M, Berger. Nonlirl.t:m"ity and functional analisus. Academic Press. New York-San Francisco-
Londou, 1977.
[2] H. Fujita, Ür: Scnru: non Euietence and non Uniqueness Theoreins fOT non Linear Ptuubolic
Equaiions.
[3] V. GalaktiollOV, On Unbounded Soluiions of Cauchy Problem [or the Parabolic Equaiion
lit = 6..( uP\1u) + ul+f3; Dokl-Akad. Nauk. SSRR 252, No6, 1362-1364, 1980.
[4] V. Calaktionov, On Unbouruien Soiuiions of Semiluiear Parobolic Equaiions. Akd.Nauk.
SSRR No161. Moscow, 1979.
[5] V. Galaktionov, On a Boundcri] Value Problem [or the non Linear Parabolic Equatioti
Lit = 6..(up+1 + 1(6). Differents. Ur'niya 17, No5, 836-842, 1981.
[6] V. Calaktionov, The Existence and non Existence of Global Soluiiotis of BO'Lindary Value
Problems [ot: Q'LiasilineaT Pambolic Equaiions. USSR. Computo Maths. Phys.Vol. 22, No6,
pp 88-107, 1982.
[7] R. Izaguirre Maguiña. Existencia de solucion Global para una clase de Ecuacioties
Pambólicas No- Lineales. Revista de la Facultad de Ciencias Matemáticas- 1-Noviembre
1987- UNMSl\'l.
[8] R. Izaguirre Maguiña. Solucoes de Problemas em Equacoes Diferenciais Porciais
Degenemdas. IM-UFRJ Tese de Doutor. Decembro - 1986.
[9] O. Ladyzhenskaya, V. Solonnikov, N. Ural'Teva. Linear and Quasi-Linear Equaiions of
Porobolic Type. Nauka, Moscow, 1967.
[10] J .L. Lions, Quelques M ethodes de Resolutioti Des Problemes A ux Limites non Lineaires,
Dunod, Gauthier, Villars. Paris, 1969.
[11] P. Raviart, Sur la Resoluiion de Certaines Equations Porobolic non Luieoires. J. of Func.
Anali, 5, 299-329 (1970).
[12] A. Samarskii, Heat Structures and the Fundamental Lenght in a Médium with non-linear
heai Conduciion and Three-dimensional heat Sources. Dokl. Nauk. SSSR. 227, No2, 321-
324, 1976.
[13] A. Samarskii, Burtiuu; of a non-linear Médium. in the [ortn of Composite Struciures. Dolk.
Akad. Nauk, SSSR. 237, No6, 1330-1333, 1977.
[14] D. Sattinger, On Global Soluiion of non-linear Hiperbolic Equatiotis. Arch. Rat. Mech.
Analysis, 30, 148-172, 1968.
[15] R. Showalter, Monotone Operaratore in Banach Space and Non Lineal Partiol Differential
Equaiiotis. Mathematical Surveys and Monograph, Vol. 45, AMS, 1991.
[16] J. Simon, Compact sets in the space LP(O, T; B). Ann. Mat. Pura Appl. (4), 146:65-96, 1987.
[17J W. Strauss, Euoluiiot: Equaiions non-linear in the Time deriuaie. J. Math. Mech.15, (1966),
49-82.
[18] M. Tsutsumi. Existence and non-existence of Global Soluiions foro non-linear Parobolic
Equaiions. PubIs. Res. Inst. Math. Scl. 8. 211-229. 1972/1973.
